2 HTpaOUKINU]a C TOPHOM Jemnakomhy jep 10 ’f aA. Hajzan, IIPETIOCTABUMO Oa Ce N 3aBpmaBa HNU@pPOM pa3auuuToMm ox 0
u a. Tana mmamo 10 | A, B u 10 { z, ¥ nmoHOBO KOHTpamuknuja. Ciaenu na He MOCTOje pemema 3a k = 8.
TL

IIpema cBemy, jeaune BpeasocTu mM3pasa F(n) Y CEKYOY mpupomamx Opojesa cy: 1, 6, 7, 9 u 10.

IIpBu paszpen — B kareropuja

1. M3 werspror ycnosa (y3 mpeu) moGujamo aa y ckymy A mory 6mru camo Opojesu 1, 2 u 3. U3 Tpeher ycrnosa
mmaMo 3 ¢ A, a u3 apyror 2 € A. Jlame, U3 mOCHEIEHEr YCI0Ba MMaMo 1 ¢ B,axako 1 € AUB, caremun 1 € A. Tume cmo
JemHo3HaYHO nAeHTH¢UKOBaIN cKyn A: A = {1,2}. ¥ ckyny B mopajy 6utu cBu 6pojesu 3, 4, 5 u 6, kako 6u 6uoO McnyEEH
opByu ycnos. M3 npyror ycnosa jom umamo 2 ¢ B, a u3 nocaemmer 1 ¢ B. Ocraje, nakie, jemuno moryhe B = {3,4,5,6}.

2. lIpnveTnmo, cnosa T u R y TpaskeHoj mudpu ce jaBbajy mo Tpu myra, a cBa IpeocTaJa
CJIOBa 1O jenHoM. [lakie, Kako IPBO M MOCJIENH:-€ CIOBO MOPajy 6uTu UCTO, IO YCJOBY 3aaTKa
TO Mopa butu jemno ox caosa T uam R. IIpermocrasumo na mUppa MNOYMEE U 3aBPIIaABa Ce
ciosom T. Tana ymyrap mmdpe mpeocraje ykymao 10 ciosa, meDy kojuma ce R jaBma Tpum
IyTa a mpeocTaJja CIOBa IO JeIHOM; JaKJjie, OHU Ce MOT'Y MCIepMYTOBATH Ha —15%5 Ha4yuHAa, MTO
Je m ykymaH 6poj moryhux mmdapa xoje nouuky M 3aBpmaBajy ce ca T. YKoauko mudpa
IOYMUH-€ CJOBOM R, pauyH je NOTIYHO aHAJOTaH, Te y TOM CJIydajy MOOMjaMo jOm MCTO TOJIMKO

. ! I .
moryhroctu. Jlakne, yKynHo nocroju 2- -13% = -1?% moryhnoctu xoje Bermer Tpeba ma ncnpoba.

3. M3 reruBHOCTM uerBOpoyriaa ABCD nmobmjamo LACB = LADB = 50° u LCAB —
LCDB = 60°. Ilpernocrasumo na je Tauka M wusBam ayxm AC. Axo 6um Baxumo pacmnopen
A—C—-M, rana 6u LACB 6uo cnomamsu 3a ABCM, na 6u MopaJyao Baxxutu LACB > LAMB,
mTo je Hemoryhe (Ta msa yria mssoce 50° u 70°, pemom). Canusno, ako 6GM BAasKHO pacnopen
C—A-M, cnemuno 6u LCAB > LAMB, oner Hemoryhe. Jlakne, npeocraje jemuno moryhuoct
na je tauka M ma ny:xu AC.
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4. llpumerumo,
2019 | = =0
10 9991 = 100...00-9991 =99...90009 =9-11...10001.

2019 2015 | 2015

Ilakne, na 6m nocMarpanu 0poj 6mo memuB ca 81, HOBOJLHO je jomm mokasaTu Oa je 6bpoj 11...10001 memus ca 9. Kako

2015
BeroB 30up mugpapa ussocu 20151+ 1 = 2016, mTo jecTe memuBO ca 9, cnemn na je m Taj 6poj memus ca 9, uume je

3aJaTaK peIlleH.

5. Heka je AD Bucuna, BE rexumna ayx, a CF cumerpana yriaa y omrpoyriaom AABC.
Heka ce AD u BE cexy y Tauku R, AD u CF y Tauku Q, a BE u CF y raukn P. Ilper-
IOCTaBUMO CynpoTHO TBpDemy 3amarka, Tj. na je APQR jemmakocTtparmuan. Kako Baku
£CQD = 60° u LQDC = 90°, cnemu £LQCD = 30°. Kaxko je CF cumerpana yria, omaTie
nobujamo LQCE = 30°, a xako Baxu u LCPE = 60°, ciemu £{PEC = 90°. Cana yO4aBaMo
AABE = ACBE (36or BE = BE, AE =% CE u £{AEB = {CEB = 90°), ma je AABC jenna-
KOKpak, a kako Bell 3HamMO na meros yrao kox Temesna C msnocu 60°, 3aKBbyudyjemo ga AABC
Mopa OuTy jeanaxocrpanudan. MeDyrum, rana ce npase AD, BE u CF CeKy Yy JeOHO] TaukH.
KOHTPaIUKIM]a C IPETHOCTABKOM 3a0aTKA.
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pyrn pa3pen — B kareropuja

1. ¥YBeaumo cmerny z2+3z+6 = t. Jeqnauuna ce cBOM HA %E+ t;’_'im = 1, 1j. 5zt+202% 4Tzt =

t* 4+ 4tz (y3 ycnose t # 0 u t + 4z # 0), mTO je exBuBadeHTHO ca 2 — 8tz — 2022 = 0. Jememenm obe crpase ca z° (y3
nocTaBJbame yciaosa r° # () jeqHaumMHA Ce najhe CBOAM HA (£)* — 8% — 20 =0, na yBobemem HOBe cMene k —= > nobujamo

8+4/82—4.(—20) 84+/144 8E12 8+12
e — 9 — T]. kl — 5 = 10 n

k* — 8k — 20 = 0. Pemema oBe KBaJIpaTHE jeqHauyuHe Cy ko =

2 2 9 o
Ko = 8"'212 = —2. 3a k = 10 mocne Bpahama cmene umamo z° + 3z +6 = t = kzr = 10z, 1j. 22 — Tz + 6 = 0, umjum
= & —T7)%—4-6 R . '
pemasameM nobujamo T/ = v 2) = 3-;2-—5, T). T = 6 u 2o = 1. 3a kK = —2 nocne Bpahama cmene mMamo
: : : 54+ /BT = :
2 +32+6 =t = kr = -2z, Tj. 2* + 5z + 6 = 0, unjuM pemasameMm nobujamo 3y = 2 ‘/25 2 = 52"1.} Tj. T3 = —2
u r4 = —3. CBa yetupm nobujeHa pemesa UCOYHABA]Y VCIOBE Oe(PUHUCAHOCTH, Ia OHM 3aMCTa jecy pemesna MoJa3He

jeHayuHe.




2. Ossaummo LBAC = a, LBDC = 3, LAOD = 0, LOAD = z u £ODA = y. Tana nmamo
u £LBCA = a (jep je AABC jenmakokpak), a u £DBC = f (jep je ABCD jeTHAKOKPAaK ),
ka0 1 £LBOC = 0 (ymakpcan ca LAOD). 3 ABOC umamo 0 = 180° — a — B, a uz3 AAOD
umamo 6 = 180° — z — y, onakue cremu a + 8 = = + y. Ilame, ycnoB 3amaTka ce IIPEBOIU Y
20 = a+z+ [ +y, mTO y3 3aK/by4YaK U3 IPEeTXOaHEe peuerune aaje 260 = 2(a + B), Tj. @ = a+ B;
caza noHoBo u3 ABOC nobujamo 6 = 180° — @, 1j. § = 90°. Ilakne, mujaromane BD u AC
cy meDhycobro mopmainre, 1tj. BO u CO cy Bucuse y AABC u ABCD, penom. Kako cy oBu
TPOYTJIOBM JeQHAKOKDaKM, BUXOBE BUCHHE M TEXUIIHE AYKU Ce NOKJIamnajy, ma ciaem ga je O Ox 2019 2B 9
cpeaumre ayxu AC u BD. IIpema Tome, y uyerBopoyriay ABCD mujarorHane ce moJioBe, ma je
OH IIapaJieorpam, a Kako cy mjarosaie jom u MebhycobHo HOpMmaaHe, Taj mapasenrorpaM je pomo.

3. Y mocmarparux 9 Goma ykynmHO mMa 126 memmimTapa Mieka, ma ciaemu na cBaka aomahwuma Tpeba ma mobuje mo 3
bonme ca YKymHO 42 memmiauTpa MIEKa.

llocmaTpajmo momahumy koja je mobuna Gomy ca 26 memunurapa mieka. ¥ mpeocrajte nse 6ole OHA MMa YKYIIHO
jom 16 memmamrapa, mTo je moryhe camo Ha cienehia asa maumma: 2 + 14 nam 5 + 11. IIpernocTaBuMo Hajupe na BaKu
npeu caydaj. lana oma nomahuna xoja je mobuna Gomy ca 23 nemmamuTpa y mpeocTaluM ABeMa OomaMa MMa YKYIHO 19
JemuIuTapa Mjeka, mTo je (ox HemomeskeHMx Goma) moryhe moburm camo kao 8 + 11; Tama Tpehoj momahmmm ocrajy
oome ca 5, 17 u 20 memmamrapa miaeka. Jlakie, y OBOM CIy4ajy, V 3aBUCHOCTH OJ TOra Koja je ,pBa‘, Koja , apyra“, a
KOojJa , Tpeha™ nomahwuua, umamo 6 maumma nogmesre (KOMMKO uMMa M mepmyTanuja ose Tpu aomahwume). CINYHO, YKOIMKO
NPeTHnoCTaBUMO Ja Je npBa gomahuna mobuna Gome ca 5, 11 u 26 memunaurapa Mieka, Taga BUIMMO Ja OHA Koja je mobuia
Oony ca 23 nemmianTpa Mopa nobutu jom Gome ca 2 u 17 memmaurapa, a Tpehoj onna ocrajy Gone ca 8, 14 u 20 NenuJINTapa
Mmieka. [akiae, u oBae umamo 6 HauMHA mozese (OmeT y 3aBUCHOCTM OA mepmyrtamuje aomahuma).

IIpema TOoMme, ykynmHO nmocTtoju 12 HaumHa aa noxese 6ome y CKaany C YCIOBHMA 3aJaTKA.

4. llom13amem obe cTpane jemmaumne Ha Tpehn crenen (kopucrehu maenturer (a+b)° = a® +3ab(a+b)+b%), nobujamo

z+2+3Vz+2V3z+1(Vz+2+V3z+1)+3z+ 1=z -3,

T].

3V +2V3r+1(Vz+2+ V3z+1) = -3z — 6.

Vispa3 y 3arpammu npeacrasiba HOHOBO JIEBY CTPaHy NOJia3He jeQHAUYMHE, Oa OH MOpa OUTH jemHAK /T — 3; VBPIITABAEEM
oBora (u zememeM obe cTpase ca 3) J0Ja3UMO IO

VT +2V3z+ 1Yz -3 =—(z+2).

Hamomenumo, nocnenma jemHauuHa HUjE €K6usaseHmHa C MOJA3HOM (CaMO je H-eHa MOCHeAMNa); TO 3HAUM I3 3a CBAKO
HaDeHO pememne Te mocjielsme jeIHaYHe MOPaMO IPOBEPUTH Aa JU OHO 3aMCTa 3a40BOJbaBa U IMOJIA3HY jeIHAYUMHY.
[lomsamem obe cTpare nociaenme jensaumbe Ha Tpehu cremen mo6ujamo

(z+2)(3z + 1)(z — 3) = —(z + 2)°.

Jenno pememe je oumrsiemno r = —2. JIMPEKTHO ce MPOBEpaBa Ja je TO 3alCTa pellene U nojasHe jexHaumune (06e cTpane
u3Hoce v/—5). Ilon mpermocraskom = # —2, ckpahiuBamem z + 2 ca obe crpame octaje (3z + 1)(z — 3) = —(z + 2)2, Tj.
3z° - 9z+2 -3 = —(z2 +4z+4), mTo je exkBuBaJeHTHO ca 4z° —4z+1 = 0. PemaBameM OBe KBapaTHE jeIHAUMHE nodbujamo

4+./(—4)2—4-4 4 . . :
r= VA 2 ) = 4—-8=9 = % IlpoBepuMo na su 1 0BO pememe MCHyHaBa NOJNa3Hy jeaHauyuny. Ha seBoj crparm mobujamo

{/% YR e P % +1=22 %: a Ha JECHO] CTPaHM \S/% - 3= —-g-, na = % HUjEe pelmesme NoJia3He jeTHaYUHe.
Ilakne, jequHO pememe je T = —2. |

5. Rako je 6poj a memus ca 9, u 36up meroBux mudapa mopa 6utm memus ca 9, 1j. 6poj b je nemus ca 9. Onatie,
13 UCTOr pasjora, u O6poj ¢ je memuB ca 9, a moToM 3akpbyuyjemo na je u 6poj d nemus ca 9. Ilame, kako 6poj a nma -
2019 mudapa, a cBaka merosa muppa Moxxe 6utu HajBume 9, cremu ma G6poj b usHocm Hajsume 2019 - 9 = 18171. Bpoj c,
nakjae, usHocu HajBume 1 +8 +9+ 9+ 9 = 36 (jep mudppe y Gpojy b Ha 4eTBPTOj U METOj MO3ULUjU 3HAECHA, AKO YOIIITE
ocToje, M3Hoce HajBume 8 u 1, TUM penoM, IOk cy ocraste mudpe Hajsume 9), a onma 6poj d moxke 6Gutu HajBume 2 + 9,
7). HajBume 11. /lakye, objemumaBameM NOoOMjeHMX 3ak/bydaka KOHCTaTyjeMo aa je d 6poj koju muje Behim ox 11 a koju
je nemuB ca 9; npema Tome, jemuHa MoryhrocT je d = 9.




Tpehu paspen — B kareropuja

1. A3pauynaBamo:

1 2
¢ S A 2 _tg(arcctg 5) + tg(arctg 3) et + ¢ 1,2 18 :
B { SRAED+acigs | = e 1 Ladil ol
T tg(arcctg 5) tg(arctg 3) 1 s 1-12 B

Jlakne, KakO TaHreHC U3pa3a y NOCTABIM M3HOCH 1, BpemHOCT TOr mM3pa3a je T (Tj. peu je o yray ox 45°).

2. OQuuraemso, p > 3 (jep 6m y cynpoTHOM JeBa CcTpaHa 6uiIa Mama on necHe), ma Kako je p mpoct 6poj, caemm
p = £1 (mod 3). Omarre umamo p* =1 (mod 3). Takobe umamo u 2500 = 1 (mod 3), Te YKOIMKO MOCTABIbEHY jemHauYnHy
TpadchopmumemMo v 0OIMK
p* — 2500 = gr,

JleBa CTpaHe je xeskuBa ca 3, ma To Mopa Outu m nmecna. Kako cy ¢ u r mpoctu GpojeBu, jenad ox BUX Mopa butu 3.
IIpernocrasumo, Ge3 ymamema onmrocTH, Aa je To ¢. Ilpumernmo 2500 = 502, ma ce neBa CTpaHA MOMKE ¢axkTOpuUCaTH

KaO pa3JMKa KBaJpara, nocie dera npeoctaje (p — 50)(p + 50) = gr = 3r. Kako je r mpoct 6poj, umamo camo crenehe nse
MoryhaocTn.

¢ p—o0=3,p+50=r: Cremu p =53 u r = 103, mro jecy npoctu 6pojeB: na MMaMoO jeIHO peleme.
e p—50=1, p+50=3r: Cnemn p = 51, auTo HUje npocT 6pOj, Te OBIEe HEMAMO peIeHA.

Y3umajyhu y o63up u TO na ¢ ¥ 7 MOT'Y 3aMEHUTH yJIOre, IOCTOje YKYIIHO IBe TPOjKe KOoje 3aI0BOJbaBajy YCJIOBE 3aIaTKA:

(p,q,7) € {(53,3,103), (53,103, 3)}.

3. 3a s1eBy cTpaHy mOCTaBJheHE HejeqHAUYMHE MMaMo T2 — 2z + 3 = (:1r:2 — 2T +
1)+2=(z—-1)*+2 > 2, a 3a necry umamo V4 — 22 < V4 = 2. Ilakixe, jemuna
MOTYHNHOCT je na u JeBa M AecHa cTpaHa Oyny jemHake 2. MebyTum, u3 ussohema
MaJjonpe npumelyjemMo na je jJeBa cTpaHa jemHaka 2 camMo 3a T = 1, a ZecHa je
jemnaka 2 camo 3a z = 0. lakne, HMKana He Mory obe cTpaHe MCTOBPEMEHO OUTH
jenHake 2, ma nocTaBJ/beHA HejeIHAUYMHA HeMa pelema.

4. O3raunmo cpenumra crpasuna AB, BC, CD, DA ca M, N, P, Q, penoMm, u v B
Heka ce nyxu MP (nyxuse 2) u NQ (ayxune 3) cexy y tauxku O. Tana cy MN, Ox 2019 3B 4
NP, PQ, QM cpenmwe nmunuje y AABC, ABCD, ACDA un ADAB, penoMm, na Bau
P(AMBN) = 1P(AABC) P(ANCP) = 1P(ABCD) BIAPDO) = lP(ACDA)

P(AQAM) = 1P(ADAB) CabupameM OBe 4eTUPHU jeaHAKOCTU A0b6ujaMo

P(AMBN) + P(ANCP) + P(APDQ) + P(AQAM) = =(P(AABC) + P(ACDA) + P(ABCD) + P(ADAB))

.2P(ABCD) = —P(ABCD).

n&-li—l.hlr—t

Onatne ciemt u P(MNPQ) = 5 P(ABCD). Takobe 360r youenux cpemmux junuja umamo MN || AC || QP u NP || BD ||

M@, na je MNPQ napaﬂenorpam Heka je h Bucmra noByuena u3 Tauke P Ha mujaroHany N(@. Tanma 36or yriaa ox 45°
M’P

mMaMo h = 59 - \/E (cpemmy jemnakocT no6MjaMo Ha OCHOBY UYME-CHUIE 12 Ce AUjaroHaJe IapaJjeorpaMa IOoJoBe ).
Onmatae uspauynasamo P(MNPQ) = 2P(ANPQ) = 2- -ng'h =3 % = \—%, na kosauno u P(ABCD) = 2P(MNPQ) = 3./2.

5. a) IlocmarpajMo mecroyrao ca ymmcanuM OpojeBMMa KOju MCIOYH-ABajy yCJIOBe 3amaTKa. Kako HUCY CBU OpojeBu
MCTH, IIOCTOje ABa CyCenHa TeMeHa TakKBa 3 je y jeaHoM on mux ymmucad 6poj —1 a y apyrom 1; meka cy o A u B,
penoM, u Heka cy Hapeasa Temena C, D, E u F. Tana v C mopa 6utnu 1 (ma 6u nmpousBox G6pojeBa y A, B u C 6uo —1),
na 3atuM y D mopa 6utu —1 (360r B, C u D), notom y E mopa 6utu 1 (36or C, D u E), u koHauao u y F ‘Mopa GuTH
1. IIpema ToMe, 36up U3HOCH —-1—|—1-|—1+( D+1+1=2.

b) Kao y meny mox a) manasumo temena A; u A; y xojuma cy ynucasu 6pojeBu —1 u 1, penom. Tana y Temeny As mopa
outu 6poj 1, ma onna y Temeny Ay 6poj —1, ma y Temeny As 6poj 1, y Ag 6poj 1, y A7 6poj —1 nta. IIpumehyjemo na
ce obpasan noHasJsba, Tj. Ja je Y TEMEHUMa UMju MHIAEKC Aaje ocraTak 1 mpu memesmy ca 3 yBek ynucan 6poj —1 (apyrum
pedynMa, Ha CBaKoOM Tpehem TemeHny), a y cBuM ocTaiauM TemeHuMma 6poj 1. [Ipema Tome, vy === 2019 , T]. 673 Temena je ynucas
6poj —1, a y npeocranux 1346 Temena 6poj 1, na 36up cBuUX ynucaHux 6pojeBa U3HOCH: 673 ( 1) + 1346 - 1 = 673.



YerBpTH pa3spen — B kareropuja

1. Reagpupajmo obe jeZHAKOCTM maTe y MOCTABIM M IIOTOM MX cabepumo. Jlobujamo:

61 = (16 sin” o + 40sin o cos 3 + 25 cos? f3) + (25 sin 8 + 40sin S cos a + 16 cos> Q)
= 16(sin® a + cos? ) + 25(sin® B + cos® B) + 40(sin cos 3 + sin B cos a)
= 16 + 25 + 40sin(a + ) = 41 + 405in(180° — ) = 41 + 40sin ~.

Onarne umamo siny = 614‘041 — % = %, T). 7 = 30° mim y = 150°. Ipyra moryhroct ornana 36or ycaosa ma je AABC

OIITPOYTrJH, na octaje v = 30°.

2. Jla 6u u3pa3s y mocTaBmu 6Mo mepUHMCAH, MOPaA BAKUTH logs(cos f\/—;’%—) = U, 13..C08 1"\7-"% 2 1. Ho xako, no medurnnujn
dyEKImMje cos, JeBa CTpaHa He Moxke 6uru Beha ox 1, ocTaje Cos % = 1, Tj. -i’/—‘;i = 2km 3a HeKo k € Z, te ocraje D = {2/2k :

k € Z}. IIpema Tome, 3a z € D, 6poj =2 Moxe Gutu 8 - 0%, 8-12, 8-22... Kako mmamo 8-152 = 1800 < 2019 < 8- 162 = 2048,
HajMamba BpeaHocT uspasa 2019 — z2| mocTimke ce 3a = = 2v/2 - 16 u ussocu 2048 — 2019 — 29, mTo jecTe mpocT Gpoj.

3. Bamu n® +4n—15=n?+4n+4-19 = (n + 2)2 — 19, na momTo oBa;] 6poj Tpeba ma 6ynme memuB ca 361 a mmamo
361 = 19°, cnemu na Je mocmarparu 6poj memuB u ca 19. Onna 19 | (n + 2)%, na momTo je 19 npocT 6poj, mobujamo u
19° | (n + 2)2. Ho, Tana u3 osora u 361 | (n+2)* — 19 cemm 361 | 19, mTo je ouMrienHa KOHTDAIUKIM]A. Ilaxne, Takas
Opo) BHe nocTojum.

4. IIpeGpojMO mPBO KOJIMKO MaKCHUMAJHO MOMKE OUTM TAKBUX OpojeBa umje cy mudpe y onamajyhem moperky. Craku
Takas Opoj je jemsosHauHo oxpebem omaGupom mer (pasmmumTnx) mudapa koje ra cauMmaBajy (HaKOH mMTO Cy mudpe
onabpane, 6poj mo6MjaMO BUXOBUM COPTHUDAEEM y onanajyhem noperky), na nomro umamo 10 mudapa Ha pacnoJaramy,

TakBux O6pojeBa uMma (150). [Tpebpojmo cana ome 6pojese umje cy mudpe y pacryhem noperky. CaInyHO Kao MaJionpe, M

CBaku TakaB Opoj je jemmosmauno ozapebenum omabupowm nupapa Koje ra cauyummbaBa-
Jy; OIPATOM caja Ha pacnoJjaramby HMamMo caMo 9 nmudapa on KOJUX MOKEMO Ouparwu D C
9, Jep meDy onmabpamum mmudppama He cme Butu 0 (ako 6u Gmina, omma 6u omHa, 360T
pactyher noperka, mopaJa mhu Ha nouerax TeaeoHCcKor Opoja, mTo je 3abpameHo
ycaoBoM 3amartka). llakme, y oBoM cayudajy mmamo (g) OpojeBa. YkKymaH pe3yJarar je:

(¥) + (3) = 252 + 126 = 378 Tenedonckux Gpojesa.

9. I3 CL = CB nobujamo LCLB = {CBL = 180° — L ABC = 180° — LADC, na tauke

A, L, C nu D nexe Ha uctoj kpyxaumu (360r CymIeMeHTHOCTH nepudpepujCcKux yriosa
HAaZX MCTOM TETUBOM C Pa3IMYUTUX crpasa). Ha canuan mauun, us AK = AB nobujamo
£LAKB = {ABK = 180° — LABC = 180° — LADC, na u Tauxe A, K, C u D nexe Ha
CTO) Kpyxkuumm. lakie, cBux mer tauaka A, K, L, C u D nexe Ha MCTO] KPYKHUIIH, Ok 2019 4B 5
ITO je u Tpedaso HoKa3aTHu.
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